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In this paper, we enumerate relators in a free monoid. This result can be used to give an 
upper bound for the number of groups which are defined by generators and only one relator. 
Introduction 
Ce travail tente d'introduire des techniques de d6nombrement dans le cadre de 
la th6orie des groupes d6finis par g6n6rateurs et relations. 
Apr6s avoir d6fini la notion de relation dans un mono'ide libre, on d6nombre 
celles-ci en utilisant certaines fonctions arithm6tiques 616mentaires mprunt6es 
la th6orie de nombres. 
Une application de ce calcul consiste ~ pouvoir majorer le hombre de groupes 
d6finis par g6n6rateurs et ayant une seule relation de d6finition. 
Sachant que tout groupe (x l , . . .  ,Xk;U) est un sous-groupe d'un groupe 
pr6sent6 par (a, b;u) on a choisi, dans le paragraphe 6, d'6tudier plus 
sp6cialement le cas d'un alphabet h deux lettres. 
On constatera, en r6alisant les calculs, que la majoration obtenue par le hombre 
de relations est tr~s large et, qu'en fait, il existe qu'un petit nombre de groupes 
d6finis par (a, b; u) avec [u [ ~< 5. 
1. Mots r6duits, circulairement r6duits, conjugu6s, primitifs; relations 
Nous rappelons quelques d6finitions concernant certaines classes de mots. 
Soient X un ensemble fini non vide, X une copie de X et ~* le mono'ide libre 
engendr6 par X U X = g' ([2, 4, 5, 6]). 
Deux roots de g'* sont congrus au sens de Dyck si on peut d6duire l'un de 
rautre par suppressions et insertions uccessives de facteurs x,f ou £x. 
Chaque classe de congruence contient un mot unique n'ayant aucun facteur x£ 
ou £x, un tel mot irr6ductible st dit r#duit. 
On notera I l'ensemble des roots r6duits. 
Deux roots u et v sont conjugu#s s'il existe deux mots r et r' tels que u = rr' et 
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v = r'r, on notera u -  v. Un  mot est circulairement r#duit si tous ses conjugu6s 
sont r6duits. 
On notera C : l 'ensemble  des mots circulairement r6duits. A tout mot u = 
al • • • an oO les ai ~ ~,  on associe son inverse u = tin •. • a len  posant ~ = x pour 
tout x e X. 
Lemme 1.1. La relation ~ est une relation d'~quivalence. 
Preuve. Seule la transitivit6 n'est pas triviale. 
On suppose que u = rr', v = r 'r  =ss '  et w =s 's  avec I r ' l  ~< Isl ot~ I. • .I d6note la 
longueur d'un mot. 
I1 est clair que si I r ' l  = Isl alors u = w,  sinon le lemme de Levi [4] permet 
d'afl irmer qu'il existe t ~ ~+ tel que: 
V 
r'  r 
I ! l  ,~ 
I s i l  s '  I 
t ( ) 
r ' t=s  et ts' = r. 
On obtient ainsi: 
u = rr' = ts' r' ~ r' ts' = ss' = v. [] 
Sur C, on d6finit la relat ion binaire suivante: 
u ~ vc: , (u -v  ou u ~ o) .  
En remarquant  que u -vC~t~-  ~, et en utilisant le Lemme 1.1, il est facile de 
v6rifier que ~ est une relat ion d'6quivalence. 
Les 616ments de l 'ensemble quot ient R = C/~ seront appel6s des relations. Les 
mots d 'une relation r ont la m~me longueur que l 'on nomme la longueur Irl de la 
relation. 
On notera par la suite X = {xl, • • •, Xk}. 
Soit n e [~, on pose: 
i n=card({u~I [ [u l=n}) ,  cn=card({u~C[ lu [=n}) ,  
rn = card({r eR  I lrl-- n}). 
Le but des Paragraphes 2, 3 et 4 est de calculer rn. Ce calcul va nous obliger, dans 
le Paragraphe 3, ~ d6nombrer  les mots de Cprimit i fs  (c'est-~t-dire, qui ne sont pas 
puissance d'un autre mot) et, de longueur n. 
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2. Calculs de i~ et de c~ 
I1 est facile de v6rif ier que i n=(2k) (2k -1)  n-1. Les lemmes suivants 
d6terminent  le nombre  an de roots r6duits, de longueur  n, commen~ant  par  une 
lettre fix6e xi et se te rminant  par  2i. 
Lemme 2.1.  ao = al = a2 -" 0,  et pour  tout n >t 3: 
an =an-2  + 2(k -  1)(2k - 1) n-3. 
P reuve .  an est 6gal au nombre  de roots r6duits de longueur  n - 2 ne commenqant  
pas par  :~i et ne se terrninant pas par  xi. 
Soient  In-2 l 'ensemble  des roots r6duits de longueur  n 2, i - Bn-2 l 'ensemble  des 
roots de / , -2  se terminant  par  x~. On  obt ient:  
i ~i a.  = card( In -2 \  (Bn_2 U Bn-2))  
- card(In_z) - i i 'i card(Bn_2) - ,i - card(Bn_2) + card(Bn_2 (') Bn-2)  
-- 2k(Ek - 1) n-3 - (2k - 1) n-3 - (2k - 1) n-3 + an-2. 
On  en d6duit  la re lat ion de r6currence.  [] 
Lemme 2.2. ao = al = O, et pour  tout n >t 2: 
(2k - 1) " -1 -  k + (k - 1 ) ( -1 )  "-1 
an - ' -  
2k  
Prenve .  On  uti l ise le Lemme 2.1 pour  6crire: 
a2p+l  " -a l  + 2(k -  1)((2k - 1) ° + (2k -  1) 2 + ' ' -+  (2k -  1)2p-2) ,  
a2p =a2 + 2(k -  1)((2k - 1) 1 + (2k -  1) 3 +- - -+ (2k - 1)2p-3). 
On  obt ient  ainsi: 
a~+l  + a2p = 2(k - 1) 
a2p+x - -  a2p = 2(k - 1) 
1 - (2k - 1) 2p-1 
1 - (2k - 1) 
= (2k - 1) 2p-1 - 1, 
1 - (1 -2k)  2p-1 k -1  
1 -  (1 -2k)  k 
- - ( (2k -  1) 2p-1 + 1). 
On en d6duit:  
(2k - 1) 2p - 1 
a2p+x = 2k , a2p = 
(2k - 1) 2p-1 + 1 - 2k 
2k 
et, la formule  donn6e pour  an se r6duit  bien ~ celles t rouv6es pour  n pair  et n 
impair .  [] 
Th~r~me 2.3 .  Co = O, et pour  tout  n >I 1" 
Cn = (2k - 1) n + k + (k - 1 ) ( -1 )  n. 
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Preuve. II est facile de constater qu'un mot u est circulairement r6duit si et 
seulement si u est r6duit et si sa premiere lettre n'est pas l'inverse de sa derni~re 
lettre. 
Soit xi une lettre fix6e, il y a a n mots r6duits, de longueur n commenqant par xi 
et se terminant par :~i. 
Puisque 2k choix sont possibles pour la lettre xi, on obtient 2ka, mots r6duits 
de longueur n dont la premiere lettre est l'inverse de la derni~re. Par cons6quent: 
c,, = i,, - 2ka,,. 
Et le Lemme 2.2 permet d'obtenir le r6sultat. [] 
I1 est ~ noter que les mots d6nombr6s par in et c, forment des langages 
rationnels de ~*.  
Le calcul des automates que l'on peut associer ~ ces langages permet 
d'apporter une autre preuve des r6sultats d'6num6ration en utilisant la th6orie 
des s~ries formelles mais ces calculs sont plus longs et ne seront pas report6s ici. 
3. Calcul du nombre de mots primitifs de longueur donn6e appartenant i C 
On pose N,=card({u~CJ f lu l=n et u non primitif}) et P ,=card({u~ 
C lul = net  u primitif}) = Cn - N,, pour n e t~. 
Soient ~,  l 'ensemble des diviseurs de n dans ~ et ~,  = ~ \ {n}. 
Propri6t6 3.1. 
N~ = ~.  Pk = ~. (Ck -- Nk), pour  tout n >~ 2. 
k~n k~n 
Preuve. I1 sufit de remarquer que si un mot u n'est pas primitif et de longueur n 
alors il existe ([4]) un seul mot primitif v de longueur k divisant n tel que u = v j 
ofJ j = n /k  ~: 1. 
De plus, il est clair que u est circulairement r6duit si et seulement si v l'est. [] 
A titre d'exemple, on donne les premieres valeurs des nombres N, et Pn pour 
k =2:  
n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
C. 4 12 28 84 244 732 2188 6564 19684 
N. 0 4 4 12 4 36 4 84 28 
P. 4 8 24 72 240 698 2184 6480 19656 
° ° • 
a O O 
° ° • 
On peut noter que s in  est premier alors le calcul de Nn et de P, est facile car 
~,~ = {1} et N= = P1 =4.  
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4. Caiculs des r~ 
On va 6tablir plusieurs formules permettant le calcul des nombres r~. 
Lemme 4.1. 
rn = ~ Pl ceci pour tout n >1 1. 
l~n  2l' 
Preuve. Soient r une relation de longueur net  u un mot de r. u est circulairement 
r6duit. 
Dans le cas of~ u est primitif, on sait que u a exactement n conjugu6s et que la 
relation r poss~de 2n mots. 
I1 y a donc P,,/2n relations qui sont caract6ris6es par des mots primitifs. 
Dans le cas oil u n'est pas primitif, il existe un mot primitif v de longueur k 
divisant n tel que u = v Ie t  l = n/k :/: 1. La relation r contient dans ce cas 2k mots. 
I1 y a donc Pk/2k relations qui sont caract6ris6es par des mots non primitifs 
u = v / of~ v est un mot primitif de longueur k. 
On obtient ainsi: 
In 2n n/k \(1} ~'~ "- 2--~ l le~n2~l" 
Pour obtenir la 2i~me formule, on rappelle une transformation classique en 
th6orie des nombres, dite formule d'inversion de Mfbius ([3, 8]). 
Une fonction arithm#tique est une fonction d6finie sur H \ {0} h valeurs dans C 
([8]). L'6tude de la structure de ~ l'ensemble des fonctions arithmetiques est 
classique et parmi les fonctions arithm6tiques usuelles on d6finit: 
/~(k) = si k = 1 alors 1 
sinon 
si k est le produit de i alors (--1) / 
entiers premiers distincts 
sinon 0 
L'inversion de M6bius peut se traduire par la proposition suivante dont on 
trouvera, par exemple, une d6monstration dans [3, Paragraphe 6, pages 15 et 16]. 
Proposit ion. Soient f et F deux fonctions arithmdtiques. La relation F(n)= 
~,~n f (k)  implique f (n) = Ek~n la(k)F(n/k) et, rdciproquement. 
Ce r6sultat va permettre une transformation de la formule obtenue dans le 
Lemme 4.1. 
Lemme 4.2. Pour tout n >>- 1, 
1 
rn = ~ ~ la(l/i)Ci. 
1 n ~ iE~l 
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Prenve. On utilise la Propri6t6 3.1 pour 6crire: 
d'ofa, 
N,= (C,-N,). 
keel 
Par inversion de M6bius, on en d6duit: 
CI-N1 = ~ lt(k)Cl/k = ~ tz(I/i)Ci. 
k~l i~l 
On rappelle le r6sultat du Lemme 4.1." 
~iN1 1 ~ tz(I/i)Ci. [] rn ~ l~n~l-- l~n e l -  -" l~n2lli~l 
Pour obtenir la 3i~me formule, on doit reppeler la d6finition d'une autre 
fonction arithm6tique usuelle: l'indicateur d'Euler not# qg. 
Soient n e ~*, on utilise la d6composition de n en entiers premiers: n = 
p71.. .pqq. 
On pose tp(n) = n(1 - 1/p l ) "  • (1 - 1/pq). On peut aussi remarquer Pl"" "Pq 
que tp(n) est le nombre d'entiers naturels non nuls, inf6rieurs ou 6gaux ~ n qui 
sont premiers avec n. 
On peut en fait relier/~ et tp de la mani~re suivante. 
Soient a et b deux fonctions adthm6tiques, on pose: 
(a+b)(n)=a(n)+b(n) ,  (a*b)(n)= ~ a(d)b(n/d). 
dean 
Les op6rations ainsi d6finies conf~rent ~ l'ensemble ~/ des fonctions 
arithm6tiques une structure d'anneau commutatif unitaire. 
On 6tablit ([8]) la proposition suivante: 
Proposition. Soit id la fonction arithmdtique identitd, q) = lz * id, c'est-?t-dire, 
VneN\ (O},  q)(n)-d~end~(d ). 
Cette relation entre ~ et ~ va permettre d'obtenir une troisi~me formule 
calculant rn. 
Th6or~me 4.3. Pour tout n >i 1, 
1 
In = ~ l~n qg(n/l)Cl" 
Sur une ma]oration du nombre de groupes d~finis 21 
Preuve. On utilise le r6sultat du Lemme 4.2. 
1 
rn = ~ 21 ~ lz(I/i)Ci" 
l n ie~t 
On peut permuter les deux signes E en remarquant que Iest  multiple de i et un 
diviseur de n. 
rn ' - l~  Ci E l~( l / i ) - - i~  ~ i E 
!=0[i] le~n z.~ /mO[i] l~  n 
¢ 
On peut ensuite poser l = ai 
it(l/i) 
Ui 
Ci l~(a) 
i~n a 
Le lien entre/z et q9 peut alors ~tre exploit& 
d'o~, 
l~(a)_ q~(n/i) 
a~n a n/ i  
rn = ~_~ C, cp(n/i) _ 1_ ~ ep(n/i)C,. 
i~n 2i n/i 2ni~. 
[] 
A titre d'exemple, on donne les premi6res valeurs de r~ dans Table 1 
Table 1 
n 
k 2 3 4 
1 2 3 4 
2 4 9 16 
3 6 23 60 
4 13 84 310 
5 26 315 1684 
• • ° 
• ° ° 
• . .  
• . ° 
• • ° 
Corollaire 4.4. Darts le cas oft n est premier, 
r~ - 
(2k - 1) ~ + 2k(n - 1) 4- 1 
2n 
Preuve. On utilise le Th6or~me 4.3 et le Th6or~me 2.3: 
1 
r~ = ~n (qo(1)C,, + cp(n)CO, oil qo(1) = 1 et tp(n) - n - 1, 
1 
rn=~n (Cn +(n-  1)C1), ofa C1=2k et Cn=(2k-1) "+k+(k -1) ( -1 )  n. [] 
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5. Utilisation dans le cas des groupes d6flnis par g~n~rateurs et une seule 
relation 
I1 est connu que si deux mots u et v circulairement rOduits dOfinissent la m~me 
relation, c'est-h-dire, si u e C, v • C et u -v  ou u -  ~ alors les deux groupes 
(X; u) et (X; v)  sont isomorphes ([5, 6]). 
Pour un alphabet X fini, on note gn le nombre de groupes ayant pour ensemble 
de g6ndrateurs X et dtant dOfinis par une seule relation de longueur n. 
ThOorbme 5.1. Pour tout n >I 1, gn <~ r,,. 
Preave. Cette majoration d6coule directement de la d6finition d'une 
relation. [] 
Cette majoration est en fait trbs large. Pour s'en persuader, il suffit de le 
constater dans le Paragraphe 6 o?a X = {a, b}. 
L'dtude du cas oO X = {a, b} reste significative car on sait que tout groupe 
(a l , . . .  , ak; r)est un sous-groupe d'un groupe ayant deux gdn6rateurs et une 
seule relation ([6]). 
On note F le  reprOsentant usuel du groupe libre de base X. 
Le symbole =~ dOnote lYgalit~ ensembliste modulo la relation ~,  c'est-~-dire, 
A ca  BC:~Vu cA ,  3v • B /u~v,  
et  
A =a B ¢~ (A ca  B et B ca  A). 
Soit N(A)  la cloture normale de A dans F pour A c_ F. A toute partie A de F, on 
peut associer une partie sym#tris#e Aa ,  c'est-~t-dire, la plus petite partie ferm6e 
pour la relation ~ et qui contient A. 
Lemme 5.2. (i) Pour toutes parties A, B de F, si A =a B alors N(A) = N(B). 
(ii) Pour route partie A de F N(A)  = N(Aa) .  
Preuve. La proposition (ii) est une consOquence de (i). Il est clair que pour tout 
u • A,  (, • N(A) .  On sait que N(A)  peut s'obtenir par insertions et suppressions 
de relations ([2, 6]). Soient r = uv • A et r' = vu ~ r. On peut insOrer P = ~ dans 
r t • 
"OU • 
/~  mS)v~/~u, 
UU 
v ~ t~ u 6tant 6gal au mot vide dans F, on en dOduit que r' • N(A) .  
Pour conclure, il suttit de constater que la relation ~ est la cl6ture transitive de 
la relation (u = ~ ou u ---v). [] 
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L'usage des automorphismes de Fk (le groupe libre F avec [XI = k) dits de 
Whitehead permet de decider si pour deux mots u et v, il existe un automor- 
phisme tr de F tel que o(u) = v ([7, 5, 6]). En case de rEussite, on pourra utiliser 
la Remarque 5.4 dont la demonstration nEcessite le lemme suivant: 
Lemme 5.3. Pour toute partie A de F, et, 
N(a(A))=a(N(A)) .  
pour tout automorphisme tr de F: 
Preuve. Sachant que a(N(A)) est un sous-groupe 
tr(N(A), on en dEduit que N(o(A))~a(N(A)) .  I1 
rEsultat en utilisant o -~. [] 
normal de F et ty(A)___ 
est facile d'en dEduire le 
Remarque 5.4. Soient (X; R) et (X; R')  deux presentations de groupes. S'il 
existe un automorphisme tr de F tel que a(R) =8 R' alors les deux presentations 
dEfinissent des groupes isomorphes. 
Preuve. On rappelle que (X ;R)  est une presentation de G s'il existe un 
homomorphisme • de F dans G, surjectif et dont le noyau est N(R), soit: 
F 
/ ~ s: surjection canonique 
F / N(R ) G i: injection canonique 
N(R) = ker (q~)~ / ~:is°m°rphismed'°f lF/N(R)=G" 
Im(4)  = G 
I1 faut donc prouver que F/N(R)=F/N(R' ) .  N(cr(R))=N(R') d'aprhs "le 
Lemme 5.2, tr(N(R))= N(R') d'aprhs le Lemme 5.3. I1 est clair que or(F)= F. 
Un th6orhme classique sur les isomorphismes de groupes permet d'affirmer 
que: F/N(R)=o(F)/cr(N(R)), d 'ohG=G' .  [] 
Remarque 5.5. La rEciproque de la Remarque 5.4 est fausse. 
En effet, soient (xl, •. •, Xk; r) une presentation de Get  P(G) l'ensemble des 
presentations de G de la forme (X l , . . . ,Xk ;S) .  Deux ElEments de 
(Xa, . . . ,Xk;S)  et (X l , . . . ,Xk ; t )  de P(G) dont dits Nielsen-~quivalents s'il
existe un automorphisme tr de Fk tels que tr(s)= t. On dEfinit ainsi une relation 
d'Equivalence sur P(G), et, on note IP(G)I le hombre de classes. 
W. Magnus ([6, p. 401]) a conjecture IP(G)I = 1 (ce qui est la rEciproque de la 
Remarque 5.4) mais J. McCool et A. Pietrowski ([1]) ont prouvE que cette 
conjecture st fausse en exhibant le contre-exemple suivant: 
(a, b; a k = b l ) ,  ofl k, l ~ {0, +1, -1}. 
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Parmi les automorphismes de Whitehead, on peut s'intEresser aux permutations 
dEfinies sur {x l , . . . ,  Xk, Xl, • • •, Xk} compatibles avec les relations triviales. On 
note Ok leur ensemble. 
On peut considErer que x i~ i  est une permutation a~ dEfinie sur 
{xl ,  • • •, Xk, Xl, • • •, Xk} et: 
O9 E .Qk ¢::> o9~ = ~o9,  
ce qui permet de dEnombrer les permutations to. 
Remarque 5.6. ~2k est un sous-groupe du groupe des automorphismes de Fk 
d'ordre k!2 k. Les permutations de Qk permettent d'amEliorer notablement la 
majoration de gn. Dans l'ensemble des relations R, on peut dEfinir une relation 
d'Equivalence associEe ~ l'existence d'une permutation de f2k. On pose: 
ft = (o e R [lul = Ivl et 3o9 e K2k/og(u) = v}. 
Les relations v d'une classe ft ont toutes la m~me longueur que l'on nomme la 
longueur de la classe ft. On pose c~ = card({ft I Iftl = n)). 
Soit to e Ok, on note c~ le nombre  de points fixes de to dans l'ensemble des 
relations de longueur n. 
Remarque 5.7. Pour tout n >I 1, ~n = 1/IK2kl Eo~ c~. 
Preuve. On utilise ici un rEsultat classique de la thEorie des groupes operant sur 
un ensemble. [] 
On obtient: 
n 1 2 3 4 5 - . .  
a~n 1 2 2 6 7 - - -  
Remarque 5.8. Pour tout n i> 1, g~ ~ a~ ~< r~. 
Preuve. Les permutations de g2k sont des automorphismes de Fk et on peut 
utiliser la Remarque 5.4. [] 
6. Etude des groupes (a, b; u), oh l ul 5 
Les automorphismes de K22 vont donc permettre de regrouper certaines 
relations. 
Les classes obtenues peuvent ~tre reprEsentEes par les mots dans Tables 2 et 3. 
II est assez facile de regrouper certaines relations oit en utilisant les transforma- 
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tions de Tietze ([5, 6]) soit en utilisant certains a'utomorphismes de F2. On note 
Cp le groupe prEsentE par (a; a p). 
Table 2 
n Liste de reprEsentants de longueur n 
1 a 
2 aa 
3 aaa 
4 aaaa 
5 aaaaa 
ba 
baa 
baaa bbaa baba baba b~ba 
baaaa bbaaa babaa babaa b~baa b~baa 
Table 3 
n Liste des groupes gn ten 
1 (a ,b ;a )=F1 =1 1 
2 (a, b; aa) ~- C2 * F1 =2 2 
(a, b; ba) =F,  
3 (a, b; aaa ) = C3 * F1 = 2 2 
(a, b; baa) = F 1 
4 (a ,b ;aaaa)=C 4 .  F 1 
( a, b; baaa ) = F 1 
(a, b; baba ) = C2 * F1 <~5 6 
( a, b; b~ba ) : groupe commutatif 
( a, b; bbaa ) -- ( a, b; baba ) 
5 (a, b; aaaaa ) = C5 * F1 7 
( a, b; baaaa ) = ( a, b; babaa ) ~- F 1 
( a, b; b~baa ) = ( a, b; bbaaa ) <~5 
( a, b; b~baa ) 
( a, b; babaa ) 
7. Remarque 
On peut s'interroger sur ce que devient la conjecture de W. Magnus si on 
impose de conserver la longueur de la relation de definition, nous pensons que le 
contre-exemple de McCool et Pietrowski peut ~tre modifiE et nous conjecturons 
le rEsultat plus precis suivant: 
I1 existe deux relations de m~me longueur dEfinissant deux groupes isomorphes 
mais qui ne sont pas Nielsen-Equivalentes. 
Remerdemen~ 
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